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Àííîòàöèÿ
Ïðåäëîæåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ çàäà÷è íåãèëüîòèííîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî
ðàçìåùåíèÿ íàáîðà ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ íà ëèñòå è ïîëóïîëîñå. Ìî-
äåëè èìåþò îðìó ñèñòåìû ëèíåéíûõ ÷àñòè÷íî áóëåâûõ íåðàâåíñòâ è çàäà÷è ëèíåéíîãî
÷àñòè÷íî áóëåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îáñóæäåíû îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ëýíä
è Äîéã è ýâðèñòè÷åñêèå ïðèåìû, óìåíüøàþùèå îáùóþ òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïàêîâêà íàáîðà ïðÿìîóãîëüíèêîâ â ïîëóïîëîñó, 2BP, 2SP, òî÷íûé
ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðÿìîóãîëüíîé óïàêîâêè, ìåòîä Ëýíä è Äîéã.
Ââåäåíèå
Çàäà÷à äâóìåðíîé óïàêîâêè ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà ëèñò èëè â ïîëóïîëîñó (çàäà-
÷à ïðÿìîóãîëüíîãî ðàñêðîÿ, çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ) ïðåäñòàâëÿåò
î÷åâèäíûé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ è äàâíî ïðèâëåêàåò âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé
(ñì., íàïðèìåð, [13℄). Òåì íå ìåíåå è â íàñòîÿùåå âðåìÿ îíà íå ïîòåðÿëà àêòó-
àëüíîñòü, çà ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå åé áûëî ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ïóáëèêàöèé.
Èçâåñòíî íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ïîñòàíîâîê çàäà÷è ïðÿìîóãîëüíîé óïà-
êîâêè  íà ëèñòå çàäàííîãî ðàçìåðà èëè íà áåñêîíå÷íîé ïîëóïîëîñå çàäàííîé øèðè-
íû, ñ âîçìîæíîñòüþ ïîâîðîòà ïðÿìîóãîëüíèêîâ è áåç íåå, ñ óñëîâèåì ãèëüîòèííîãî
è íåãèëüîòèííîãî ðàçìåùåíèÿ, ñ óñëîâèåì áåçîòõîäíîé óïàêîâêè è áåç ýòîãî óñëî-
âèÿ. Îáçîðû ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷è ïðÿìîóãîëüíîãî ðàñêðîÿ è ìåòîäîâ äëÿ
èõ ðåøåíèÿ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [4, 5℄.
Ïîñêîëüêó ïðàêòè÷åñêè âñå âàðèàíòû çàäà÷è ïðÿìîóãîëüíîãî ðàñêðîÿ ÿâëÿ-
þòñÿ NP-òðóäíûìè (ñì., íàïðèìåð, [4, 5℄), îñíîâíîå âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé
íàïðàâëåíî íà ðàçðàáîòêó ýâðèñòè÷åñêèõ (ìåòàýâðèñòè÷åñêèõ) àëãîðèòìîâ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è, íàèáîëåå ïîïóëÿðíûìè èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèò-
ìû [3, 58℄. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðÿìîóãîëüíîãî
ðàñêðîÿ ïðèñóòñòâóåò â ïóáëèêàöèÿõ íå÷àñòî. Íàïðèìåð, â [7℄ ìîäåëü çàäà÷è ïðÿ-
ìîóãîëüíîé óïàêîâêè ñîðìóëèðîâàíà â âèäå çàäà÷è íåëèíåéíîãî (íåâûïóêëîãî)
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â [9℄ ïðåäëàãàþòñÿ äâå ïîñòàíîâêè çàäà÷è: çàäà÷à ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ àëüòåðíàòèâíûìè îãðàíè÷åíèÿìè è çàäà÷à ÷àñòè÷íî áóëåâî-
ãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ áåçîòõîäíîãî ðàçìåùåíèÿ ñ î÷åíü áîëüøèì
êîëè÷åñòâîì ïåðåìåííûõ è îãðàíè÷åíèé (íàïðèìåð, äëÿ áåçîòõîäíîãî ðàçìåùåíèÿ
10 ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà ëèñòå ðàçìåðà 5 × 10 ìîäåëü ñîäåðæèò 500 ïåðåìåííûõ è
60 îãðàíè÷åíèé). Â [5, 10℄ ïðèâåäåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàçìåùåíèÿ â ïîëó-
ïîëîñó ïðÿìîóãîëüíèêîâ è êðóãîâ, êîòîðàÿ â ÷àñòíîì ñëó÷àå ðàçìåùåíèÿ òîëüêî
ïðÿìîóãîëüíèêîâ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ëèíåéíîãî ÷àñòè÷íî áóëåâîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ. Ýòà ìîäåëü áóäåò îáñóæäåíà â ðàçä. 2.
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Çàìåòèì, ÷òî óêàçàííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè çàäà÷, â îñíîâíîì, íå ñâÿçàíû
íåïîñðåäñòâåííî ñ ïðåäëàãàåìûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ çàäà÷è. Äëÿ ÷àñòíûõ ñëó-
÷àåâ çàäà÷ ïðÿìîóãîëüíîé óïàêîâêè (îðèåíòèðîâàííûé ñëó÷àé [11℄, ãèëüîòèííîå
ðàçìåùåíèå ïðÿìîóãîëüíèêîâ [13℄ èëè áåçîòõîäíàÿ óïàêîâêà [9℄) ïðåäëîæåíû òî÷-
íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ. Ýòè ìåòîäû èìåþò êîìáèíàòîðíûé õàðàêòåð. Áîëüøèíñòâî
èç íèõ îòíîñèòñÿ ê êëàññó ìåòîäîâ âåòâåé è ãðàíèö.
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàþòñÿ ëèíåéíûå ÷àñòè÷íî áóëåâû ìîäåëè çàäà÷
íåãèëüîòèííîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ðàçìåùåíèÿ íàáîðà ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà ëè-
ñòå çàäàííîãî ðàçìåðà è â ïîëóïîëîñå çàäàííîé øèðèíû. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå òðåáó-
åòñÿ îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíóþ äëèíó ïîëîñû äëÿ ðàçìåùåíèÿ íàáîðà ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ, òî åñòü ðå÷ü èäåò î çàäà÷å êîìïàêòíîãî ðàçìåùåíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå,
÷òî ïðè óïàêîâêå ìîãóò îáðàçîâàòüñÿ îòõîäû. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïî
ýòèì ìîäåëÿì ìû ïðèìåíèëè ìåòîä Ëýíä è Äîéã [12℄. Â ñòàòüå îïèñàíû ðåçóëüòà-
òû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà è ñðàâíåíèå íåñêîëüêèõ âàðèàíòîâ ïðèìåíåíèÿ
ìåòîäà Ëýíä è Äîéã, à òàêæå ïðåäëîæåíû ýâðèñòè÷åñêèå ïðèåìû, óìåíüøàþùèå
òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷.
1. Ìîäåëü ðàçìåùåíèÿ íàáîðà ïðÿìîóãîëüíèêîâ
íà ïðÿìîóãîëüíîì ëèñòå
Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ íàáîðà ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà ïðÿìîóãîëüíîì ëèñòå îðìó-
ëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü äàíû ïðÿìîóãîëüíûé ëèñò ñ öåëî÷èñëåííûìè
ðàçìåðàìè A × B (A  äëèíà ëèñòà, B  åãî øèðèíà, A ≥ B ) è íàáîð n ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ (äàëåå äåòàëåé) ñ öåëî÷èñëåííûìè ðàçìåðàìè ai × bi (ai è bi  äëèíà
è øèðèíà i-é äåòàëè ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì ai ≥ bi , i = 1, . . . , n , òî åñòü äëèíà
äåòàëè íå ìåíüøå åå øèðèíû).
Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü:
1) ðàçìåùàåòñÿ ëè íàáîð äåòàëåé íà ëèñòå;
2) åñëè íàáîð äåòàëåé ðàçìåùàåòñÿ íà ëèñòå, òî îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå äåòàëåé
íà ëèñòå.
Ýòà çàäà÷à ïðè íàëè÷èè òðåáîâàíèÿ ãèëüîòèííîãî ðàçìåùåíèÿ ðåøåíà â [13℄
â áîëåå îáùåì âèäå: ïðåäëîæåííûé â [13℄ ìåòîä âû÷èñëåíèÿ óíêöèè ãèëüîòèí-
íîãî ðàçìåùåíèÿ äàåò ïîëíûé íàáîð ïðÿìîóãîëüíûõ ëèñòîâ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ,
íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ äëÿ ãèëüîòèííîãî ðàçìåùåíèÿ çàäàííîãî íàáîðà ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òðåáîâàíèå ãèëüîòèííîñòè
ðàçìåùåíèÿ îòñóòñòâóåò.
àçìåñòèì ëèñò íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè òàê, ÷òî ëåâûé íèæíèé óãîë ëèñòà
èìååò êîîðäèíàòû (0, 0) , à ïðàâûé âåðõíèé  (A, B) . Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê
âîçìîæíûå òîëüêî òàêèå ðàçìåùåíèÿ äåòàëåé íà ëèñòå, ïðè êîòîðûõ êàæäàÿ äå-
òàëü îðèåíòèðîâàíà ëèáî âäîëü ëèñòà (ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðàâûì è ëåâûì êðàÿìè
äåòàëè ðàâíî ai ), ëèáî ïîïåðåê ëèñòà (ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðàâûì è ëåâûì êðàÿìè
äåòàëè ðàâíî bi ), ðàçìåùåíèÿ äåòàëåé ¾íàèñêîñîê¿ íàìè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç (xi, yi) êîîðäèíàòû ëåâîãî íèæíåãî óãëà i-é äåòàëè, à ÷åðåç
zi  îðèåíòàöèþ i-é äåòàëè íà ëèñòå
zi =
{
0, åñëè äåòàëü îðèåíòèðîâàíà âäîëü ëèñòà,
1, åñëè äåòàëü îðèåíòèðîâàíà ïîïåðåê ëèñòà.
Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç vi ðàçìåð i-é äåòàëè ïî îñè X (ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó ëåâûì è ïðàâûì êðàÿìè äåòàëè) â çàâèñèìîñòè îò åå îðèåíòàöèè
vi = ai(1− zi) + bizi = (bi − ai)zi + ai, (1)
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à ÷åðåç wi  ðàçìåð i-é äåòàëè ïî îñè Y (ðàññòîÿíèå ìåæäó íèæíèì è âåðõíèì
êðàÿìè äåòàëè)
wi = aizi + bi(1− zi) = (ai − bi)zi + bi. (2)
Ïðåäëàãàåìàÿ íèæå ìîäåëü ðàçìåùåíèÿ äåòàëåé íà ëèñòå ñîñòîèò èç óñëîâèé
äâóõ òèïîâ: óñëîâèé ðàçìåùåíèÿ êàæäîé îòäåëüíîé äåòàëè íà ëèñòå è óñëîâèé
ïîïàðíîãî íåïåðåñå÷åíèÿ äåòàëåé.
Óñëîâèÿ ðàçìåùåíèÿ i-é äåòàëè íà ëèñòå, î÷åâèäíî, èìåþò âèä äâóñòîðîííèõ
ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ
0 ≤ xi ≤ A− vi, (3)
0 ≤ yi ≤ B − wi. (4)
À äëÿ òîãî ÷òîáû i-ÿ äåòàëü íå ïåðåñåêàëàñü ñ j -é, òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå îäíîãî
èç ÷åòûðåõ íåðàâåíñòâ
xj − xi ≥ vi (j -ÿ äåòàëü ëåæèò ïðàâåå i-é), (5)
xi − xj ≥ vj (j -ÿ äåòàëü ëåæèò ëåâåå i-é), (6)
yj − yi ≥ wi (j -ÿ äåòàëü ëåæèò âûøå i-é), (7)
yi − yj ≥ wj (j -ÿ äåòàëü ëåæèò íèæå i-é). (8)
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà íåñîâìåñòíà: íåðàâåíñòâî (5) ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåí-
ñòâó (6), à íåðàâåíñòâî (7)  íåðàâåíñòâó (8).
×òîáû ñâåñòè ñèñòåìó àëüòåðíàòèâíûõ íåðàâåíñòâ (5), (6) ê ñîâìåñòíîé, èñ-
ïîëüçóåì èçâåñòíûé ïðèåì (ñì., íàïðèìåð, [14℄). Ñóòü ýòîãî ïðèåìà çàêëþ÷àåòñÿ â
ñëåäóþùåì. Ââåäåì áóëåâó ïåðåìåííóþ sij , êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, åñëè
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (5), è çíà÷åíèå 1, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (6), è
äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî A¯ . Òîãäà óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ i-é äåòàëè ñ j -é ïî îñè
X ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñîâìåñòíîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ
A¯sij + xj − xi ≥ vi, (9)
A¯(1− sij) + xi − xj ≥ vj . (10)
Âèäíî, ÷òî åñëè âûáðàòü A¯ òàêîå, ÷òî A¯ ≥ A , òî ïðè sij = 0 íåðàâåíñòâî (9)
ïðåâðàùàåòñÿ â íåðàâåíñòâî (5), à íåðàâåíñòâî (10)  â íåðàâåíñòâî A¯ + xi − xj ≥
vj , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâ xi ≥ 0 , xj ≤ A − vj è A¯ ≥ A , òî
åñòü ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì. Åñëè æå sij = 1 , òî íåðàâåíñòâî (10) ïðåâðàùàåòñÿ
â íåðàâåíñòâî (6), à íåðàâåíñòâî (9) ñòàíîâèòñÿ èçáûòî÷íûì, òàê êàê ñëåäóåò èç
íåðàâåíñòâ xj ≥ 0 , xi ≤ A− vi è A¯ ≥ A .
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ñâåñòè ñèñòåìó àëüòåðíàòèâíûõ íåðàâåíñòâ (7),
(8) ê ñèñòåìå ñîâìåñòíûõ íåðàâåíñòâ. Â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî áîëüøèì ÷èñëîì
áóäåò B¯ , óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó B¯ ≥ B , à ïåðåìåííàÿ sij ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèå 0, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (7), è çíà÷åíèå 1, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî (8), è óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ äåòàëåé ïî îñè Y áóäóò èìåòü âèä
B¯sij + yj − yi ≥ wi, (11)
B¯(1− sij) + yi − yj ≥ wj . (12)
Èòàê, ïîëó÷åíû äâå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (9), (10) è (11), (12), êàæäàÿ èç êîòîðûõ
îáåñïå÷èâàåò íåïåðåñå÷åíèå i-é è j -é äåòàëåé ïî ãîðèçîíòàëè è âåðòèêàëè ñîîò-
âåòñòâåííî. Íî òàê êàê çàðàíåå íåèçâåñòíî, êàêóþ èç ýòèõ ñèñòåì íóæíî âûáðàòü
äëÿ êàæäîé ïàðû äåòàëåé, òî ââåäåì áóëåâó ïåðåìåííóþ tij , êîòîðàÿ ïðèíèìàåò
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çíà÷åíèå 0, åñëè äëÿ i-é è j -é äåòàëåé âûáèðàåòñÿ ñèñòåìà (9), (10), è çíà÷åíèå
1, åñëè âûáèðàåòñÿ (11), (12).
Òåïåðü óñëîâèÿ ïîïàðíîãî íåïåðåñå÷åíèÿ i-é è j -é äåòàëåé ïî îñè X èëè ïî
îñè Y ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ
A¯tij + A¯sij + xj − xi ≥ vi, (13)
A¯tij + A¯(1− sij) + xi − xj ≥ vj , (14)
B¯(1− tij) + B¯sij + yj − yi ≥ wi, (15)
B¯(1 − tij) + B¯(1− sij) + yi − yj ≥ wj . (16)
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé sij , tij îäíî èç íåðàâåíñòâî
(13)(16) ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç àëüòåðíàòèâíûõ íåðàâåíñòâ (5)(8). Îñòàâøèåñÿ æå
òðè íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (13)(16) áóäóò èçáûòî÷íûìè.
Îáúåäèíèâ óñëîâèÿ (3), (4), (13)(16) è çàìåíèâ â íèõ vi , vj , wi , wj ñîãëàñíî
(1), (2), ïîëó÷èì ìîäåëü ðàçìåùåíèÿ íàáîðà äåòàëåé íà ëèñòå â îðìå ñèñòåìû
ëèíåéíûõ ÷àñòè÷íî áóëåâûõ íåðàâåíñòâ
0 ≤ xi + (bi − ai)zi ≤ A− ai, i = 1, . . . , n, (17)
0 ≤ yi + (ai − bi)zi ≤ B − bi, i = 1, . . . , n, (18)
−xi + xj − (bi − ai)zi + A¯tij + A¯sij ≥ ai, i = 1, . . . , n− 1, j = i + 1, . . . , n, (19)
xi−xj − (bj − aj)zj + A¯tij − A¯sij ≥ aj − A¯, i = 1, . . . , n− 1, j = i+1, . . . , n, (20)
−yi+ yj − (ai− bi)zi− B¯tij + B¯sij ≥ bi− B¯, i = 1, . . . , n−1, j = i+1, . . . , n, (21)
yi − yj − (aj − bj)zj − B¯tij − B¯sij ≥ bj − 2B¯. i = 1, . . . , n− 1, j = i+1, . . . , n, (22)
zi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n, (23)
sij ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n− 1, j = i + 1, . . . , n. (24)
tij ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n− 1, j = i + 1, . . . , n. (25)
Îòìåòèì ðÿä î÷åâèäíûõ ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ áóëåâûõ ïå-
ðåìåííûõ ìîæíî çàèêñèðîâàòü çàðàíåå è òåì ñàìûì óìåíüøèòü ðàçìåðíîñòü
çàäà÷è. Ïóñòü ñèñòåìà (17)(25) ñîâìåñòíà, òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðåä-
ëîæåíèÿ.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü A = B (êâàäðàòíûé ëèñò) è i  íîìåð íåêîòîðîé
äåòàëè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ ai > bi . Òîãäà ñèñòåìà (17)(25) îñòàíåòñÿ
ñîâìåñòíîé è ñ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì zi = 0 .
Çàìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåíèå 1 áåç ðèñêà ïîòåðè ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû (17)(25)
ìîæíî ïðèìåíèòü òîëüêî äëÿ îäíîé äåòàëè.
Ïðåäëîæåíèå 2. Ñèñòåìà (17)(25) îñòàíåòñÿ ñîâìåñòíîé è ñ äîïîëíèòåëü-
íûìè îãðàíè÷åíèÿìè zi = 0 äëÿ âñåõ i , óäîâëåòâîðÿþùèõ îäíîìó èç óñëîâèé:
ai = bi (êâàäðàòíàÿ äåòàëü) èëè ai > B (äëèííàÿ äåòàëü) .
Ïðåäëîæåíèå 3. Ñèñòåìà (17)(25) îñòàíåòñÿ ñîâìåñòíîé è ñ äîïîëíèòåëü-
íûìè îãðàíè÷åíèÿìè tij = 0 äëÿ âñåõ ïàð i, j , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì i < j ,
bi + bj > B (äâå øèðîêèå äåòàëè) .
Ïðåäëîæåíèå 4. Ñèñòåìà (17)(25) îñòàíåòñÿ ñîâìåñòíîé è ñ äîïîëíèòåëü-
íûìè îãðàíè÷åíèÿìè sij = 0 äëÿ âñåõ ïàð i, j , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì i < j ,
ai = aj è bi = bj (îäèíàêîâûå äåòàëè) .
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Ïðåäëîæåíèå 4 ïîçâîëÿåò â ñëó÷àå m îäèíàêîâûõ äåòàëåé îãðàíè÷èòüñÿ ðàñ-
ñìîòðåíèåì òîëüêî îäíîãî èç m! àêòè÷åñêè íåðàçëè÷èìûõ âàðèàíòîâ ðàçìåùå-
íèÿ, îòëè÷àþùèõñÿ ëèøü ïåðåñòàíîâêîé îäèíàêîâûõ äåòàëåé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç I(a¯, b¯) ìíîæåñòâî âñåõ èíäåêñîâ äåòàëåé ñ ðàçìåðàìè a¯ × b¯ :
I(a¯, b¯) = {i ∈ {1, . . . , n} : ai = a¯, bi = b¯} .
Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü j, k òàêîâû, ÷òî j < k è I(aj , bj) 6= I(ak, bk) . Ïî-
ëîæèì j∗ = min{i : i ∈ I(aj , bj)} , k
∗ = max{i : i ∈ I(ak, bk)} . Òîãäà ñèñòåìà
(17)(25) îñòàíåòñÿ ñîâìåñòíîé è ñ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì sj∗k∗ = 0 .
Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ëþáîìó äîïóñòèìîìó ðàçìåùåíèþ äåòàëåé ñîîòâåòñò-
âóåò òðè ñèììåòðè÷íûõ âàðèàíòà: îòíîñèòåëüíî ñðåäíåé ëèíèè ëèñòà ïî ãîðèçîí-
òàëè, îòíîñèòåëüíî ñðåäíåé ëèíèè ëèñòà ïî âåðòèêàëè è îòíîñèòåëüíî öåíòðà ëè-
ñòà. Ïðåäëîæåíèå 5 ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ äâà èç íèõ. Çàìåòèì,
÷òî ïðåäëîæåíèå 5 ìîæíî ïðèìåíèòü òîëüêî äëÿ îäíîé ïàðû èíäåêñîâ j, k .
2. Ìîäåëü êîìïàêòíîãî ðàçìåùåíèÿ
íàáîðà ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà ïîëóïîëîñå
àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó êîìïàêòíîãî ðàçìåùåíèÿ íàáîðà äåòàëåé íà ïîëó-
ïîëîñå. Ïóñòü äàíû íàáîð n äåòàëåé ñ ðàçìåðàìè ai × bi (ai ≥ bi ), i = 1, . . . , n ,
è ïîëóïîëîñà ñ øèðèíîé B , B ≥ max
1≤i≤n
bi . Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü äëèíó êóñêà ïî-
ëóïîëîñû, íåîáõîäèìóþ è äîñòàòî÷íóþ äëÿ ðàçìåùåíèÿ äàííîãî íàáîðà äåòàëåé,
è ñîîòâåòñòâóþùèé ïëàí ðàçìåùåíèÿ.
åøåíèå ýòîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåé çàäà÷è ëèíåéíîãî ÷àñ-
òè÷íî áóëåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
minA (26)
0 ≤ xi + (bi − ai)zi ≤ A− ai, i = 1, . . . , n, (27)
0 ≤ yi + (ai − bi)zi ≤ B − bi, i = 1, . . . , n, (28)
−xi + xj − (bi − ai)zi + A¯tij + A¯sij ≥ ai, i = 1, . . . , n− 1, j = i + 1, . . . , n, (29)
xi − xj − (bj − aj)zj + A¯tij − A¯sij ≥ aj − A¯, i = 1, . . . , n− 1, j = i+1, . . . , n, (30)
−yi + yj − (ai− bi)zi − B¯tij + B¯sij ≥ bi− B¯, i = 1, . . . , n− 1, j = i+1, . . . , n, (31)
yi − yj − (aj − bj)zj − B¯tij − B¯sij ≥ bj − 2B¯. i = 1, . . . , n− 1, j = i+1, . . . , n, (32)
zi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n, (33)
sij ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n− 1, j = i + 1, . . . , n, (34)
tij ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n− 1, j = i + 1, . . . , n. (35)
Â ýòîé ìîäåëè B¯ , êàê è â ìîäåëè ðàçìåùåíèÿ íàáîðà äåòàëåé íà ëèñòå, äîëæ-
íî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ B¯ ≥ B , à A¯ äîëæíî áûòü íå ìåíüøå îïòèìàëüíîãî




Çàìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåíèÿ 25 èìåþò ñèëó è äëÿ ìîäåëè (26)(35). Î÷åâèäíî
òàêæå, ÷òî ïðåäëîæåíèå 1 ê äàííîé ìîäåëè íåïðèìåíèìî, òàê êàê äëèíà èñêîìîãî
ëèñòà çàðàíåå íåèçâåñòíà.
Ñðàâíèì ïîëó÷åííóþ ìîäåëü (26)(35) çàäà÷è íåãèëüîòèííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî
ðàçìåùåíèÿ ñ ÷àñòíûì ñëó÷àåì èçâåñòíîé ìîäåëè ðàçìåùåíèÿ êðóãîâ è ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ â ïîëóïîëîñå [5℄, óòî÷íåííûé âàðèàíò êîòîðîé, îïóáëèêîâàííûé â [10℄,
â ÷àñòíîì ñëó÷àå ðàçìåùåíèÿ òîëüêî ïðÿìîóãîëüíèêîâ èìååò âèä
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minA (36)
0 ≤ xi + (bi − ai)zi ≤ A− ai, i = 1, . . . , n, (37)
0 ≤ yi + (ai − bi)zi ≤ B − bi, i = 1, . . . , n, (38)
xi + ai(1− zi) + bizi ≤ xj + (1 − q
L
ij)A¯, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n, (39)
yi + bi(1 − zi) + aizi ≤ yj + (1 − q
B







ji = 1, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n, (41)
zi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n, (42)
qLij ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n, (43)
qBij ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n, (44)
ãäå qLij ðàâíî 1, åñëè i-ÿ äåòàëü ðàñïîëîæåíà ëåâåå j -é, è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;
qBij ðàâíî 1, åñëè i-ÿ äåòàëü ðàñïîëîæåíà íèæå j -é, è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Êàê âèäíî, ìîäåëü (36)(44) â ñðàâíåíèè ñ ìîäåëüþ (26)(35) èìååò ñëåäóþùèå
íåäîñòàòêè:
1) î÷åâèäíî, ÷òî â îãðàíè÷åíèÿõ (39), (40) óñëîâèÿ ïåðåáîðà èíäåêñîâ ñëåäóåò
äîïîëíèòü óñëîâèåì i 6= j , òàê êàê â ñëó÷àå i = j â ñèëó (42)(44) ïîëó÷èì, ÷òî
qLii = 0 , q
B
ii = 0 , ïîýòîìó íåðàâåíñòâà (39), (40) ñòàíóò èçáûòî÷íûìè;
2) â îãðàíè÷åíèè (41) óñëîâèÿ ïåðåáîðà èíäåêñîâ ñëåäóåò çàìåíèòü íà i =
= 1, . . . , n−1 , j = i+1, . . . , n . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, âî-ïåðâûõ, ïðè i 6= j âîçíèêàåò
äóáëèðîâàíèå óðàâíåíèé, à âî-âòîðûõ, ïðè i = j óðàâíåíèå (41) ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèÿì (43), (44);
3) î÷åâèäíî, ÷òî â îãðàíè÷åíèÿõ (43), (44) óñëîâèÿ ïåðåáîðà èíäåêñîâ òàêæå
ñëåäóåò äîïîëíèòü óñëîâèåì i 6= j , òàê êàê ïåðåìåííûå qLij è q
B
ij ïðè i = j íå
èìåþò ñìûñëà;
4) ñ ó÷åòîì 3) êîëè÷åñòâî áóëåâûõ ïåðåìåííûõ â ìîäåëè (36)(44) ðàâíî 2n2−n ,
à äëÿ ìîäåëè (26)(35) ýòî êîëè÷åñòâî ñîñòàâëÿåò n2 ;
5) ñ ó÷åòîì 1) è 2) êîëè÷åñòâî îãðàíè÷åíèé â ìîäåëè (36)(44) ðàâíî 4.5n2+0.5n ,
à äëÿ ìîäåëè (26)(35) ýòî êîëè÷åñòâî ñîñòàâëÿåò 3n2 + 2n .
Èòàê, âèäíî, ÷òî ìîäåëü (26)(35) ïðåäïî÷òèòåëüíåå ìîäåëè (36)(44).
3. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ëýíä è Äîéã
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (26)(35) ìû èñïîëüçîâàëè ìåòîä Ëýíä è Äîéã [12℄, êî-
òîðûé, êàê èçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷ ÷àñòè÷íî








AijXj ≤ Bi i = 1, . . . , M, (46)
Ej ≤ Xj ≤ Fj j = 1, . . . , N, (47)
Xj ∈ Z j ∈ J, (48)
ãäå Z  ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, J  ìíîæåñòâî èíäåêñîâ öåëî÷èñëåííûõ ïåðåìåí-
íûõ.
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Çàìåòèì, ÷òî áóëåâó ïåðåìåííóþ ìîæíî ñ÷èòàòü öåëî÷èñëåííîé ïåðåìåííîé,
ëåæàùåé â èíòåðâàëå [0, 1] .
Ìåòîä îòíîñèòñÿ ê êëàññó ìåòîäîâ âåòâåé è ãðàíèö è çàêëþ÷àåòñÿ â ñâåäåíèè
÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ê ðåøåíèþ êîíå÷-
íîãî íàáîðà îáû÷íûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò
äðóãà ëèøü äâóñòîðîííèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà öåëî÷èñëåííûå ïåðåìåííûå èñõîä-
íîé çàäà÷è.
Îïèñàíèå ìåòîäà
0. Ïóñòü ìíîæåñòâî îòëîæåííûõ çàäà÷ S ïóñòî. Îïðåäåëèì íà÷àëü-
íûé (èêòèâíûé) ðåêîðä ñ ðåêîðäíûì çíà÷åíèåì öåëåâîé óíêöèè, ðàâíûì
N∑
j=1
(min{0, Cj}Ej + max{0, Cj}Fj) + 1 . Ïîìåñòèì îáû÷íóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ (45)(47) â S .
1. Åñëè S ïóñòî, îñòàíîâ: åñëè ïîñëåäíèé ðåêîðä ÿâëÿåòñÿ èêòèâíûì, òî çà-
äà÷à (45)(48) íå èìååò ðåøåíèÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîñëåäíèé ðåêîðä ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (45)(48).
2. Èç ìíîæåñòâà îòëîæåííûõ çàäà÷ èçâëå÷åì îäíó, íàçîâåì åå òåêóùåé.
3. Åñëè òåêóùàÿ çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ (îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ïóñòà),
òî ïåðåéäåì ê ï. 1.






ìåíüøå ðåêîðäíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé óíêöèè, òî ïåðåéäåì ê ï. 1.
5. Åñëè X∗ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (48), òî ïðèìåì X∗ â êà÷åñòâå î÷åðåäíîãî
ðåêîðäà (îáíîâëåíèå ðåêîðäà) è ïåðåéäåì ê ï. 1.
6. Âûáåðåì èíäåêñ j∗ ∈ J òàêîé, ÷òî X∗j∗ /∈ Z . Â S ïîìåñòèì äâå íîâûå çàäà÷è,
ïîëó÷åííûå èç òåêóùåé äîáàâëåíèåì îãðàíè÷åíèÿ Xj∗ ≤ [X
∗
j∗ ] èëè Xj∗ ≥]X
∗
j∗ [
ñîîòâåòñòâåííî, ãäå [ · ] è ] · [  îïåðàöèè îêðóãëåíèÿ äî áëèæàéøåãî ìåíüøåãî èëè
áîëüøåãî öåëîãî ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðåéäåì ê ï. 1.
Çàìåòèì, ÷òî îðìèðîâàíèå äâóõ íîâûõ çàäà÷ èç òåêóùåé (ñì. ï. 6 ìåòîäà) àê-
òè÷åñêè îçíà÷àåò ëèøü èçìåíåíèå â òåêóùåé çàäà÷å âåðõíåé èëè íèæíåé ãðàíèöû
ïåðåìåííîé Xj∗ .
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà ìåòîäà Ëýíä è Äîéã íóæíî êîíêðåòèçèðîâàòü ïðàâè-
ëî âûáîðà òåêóùåé çàäà÷è è ïðàâèëî âûáîðà ïåðåìåííîé âåòâëåíèÿ  ïåðåìåííîé,
èñïîëüçóåìîé äëÿ îðìèðîâàíèÿ äâóõ íîâûõ çàäà÷ èç òåêóùåé (ñì. ï. 6). Çàìåòèì,
÷òî â ëèòåðàòóðå íåò îáùèõ ðåêîìåíäàöèé ïî âûáîðó ýòèõ ïðàâèë. Äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è (26)(35) íàìè áûëè ïðèìåíåíû ñëåäóþùèå ïðàâèëà.
Äëÿ õðàíåíèÿ îòëîæåííûõ çàäà÷ ìû èñïîëüçóåì ñòåê, ÷òî îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿåò ïðàâèëî âûáîðà òåêóùåé çàäà÷è: âûáèðàåòñÿ çàäà÷à èç âåðøèíû ñòåêà. Äîáàâ-










à çàòåì çàäà÷à ñ îãðàíè÷åíèåì X∗j∗ ≥]X
∗
j∗ [ , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ îá-
ðàòíûé ïîðÿäîê âêëþ÷åíèÿ çàäà÷ â ñòåê.
Äëÿ âûáîðà ïåðåìåííîé âåòâëåíèÿ ìû èñïîëüçóåì ïðàâèëî ïåðâîé íåöåëîé ïå-
ðåìåííîé. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëî óñòàíîâëåíî,
÷òî äëÿ óìåíüøåíèÿ òðóäîåìêîñòè âû÷èñëåíèé öåëåñîîáðàçíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå:
1) ïðåäâàðèòåëüíî îòñîðòèðîâàòü äåòàëè ïî íåâîçðàñòàíèþ ïëîùàäåé, à äåòàëè
ñ ðàâíûìè ïëîùàäÿìè  ïî íåâîçðàñòàíèþ äëèí äåòàëåé;
2) ïî îòñîðòèðîâàííîìó ñïèñêó äåòàëåé ñîðìèðîâàòü ñëåäóþùèé ñïèñîê áó-
ëåâûõ ïåðåìåííûõ:
z1, z2, s12, t12, z3, s13, t13, s23, t23, z4, . . . , sn−1,n, tn−1,n,
12 À.À. ÀÍÄÈÀÍÎÂÀ È Ä.
è â êà÷åñòâå ïåðåìåííîé âåòâëåíèÿ âûáèðàòü ïåðâóþ ïî ýòîìó ñïèñêó íåöåëóþ
ïåðåìåííóþ. Òàêîé ïîðÿäîê ïåðåìåííûõ è ïðàâèëî âûáîðà ïåðâîé íåöåëîé ïåðå-
ìåííîé îòðàæàþò ñòðåìëåíèå èñêàòü îïòèìàëüíîå ðàçìåùåíèå ïóòåì äîáàâëåíèÿ
î÷åðåäíîé äåòàëè ê óæå ïîëó÷åííîìó ÷àñòè÷íîìó ðàçìåùåíèþ.
Äëÿ çàäà÷è (26)(35) î÷åâèäíî, ÷òî åñëè D  íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü øè-









íèæíåé ãðàíèöåé çíà÷åíèÿ öåëåâîé óíêöèè. Ïîýòîìó â ñëó÷àå åå ñîâïàäåíèÿ ñ
òåêóùèì ðåêîðäíûì çíà÷åíèåì öåëåâîé óíêöèè ìîæíî ïðåêðàòèòü âû÷èñëåíèÿ,
òàê êàê òåêóùèé ðåêîðä áóäåò îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è.
Áîëåå òîãî, òàê êàê ðåêîðäíûå çíà÷åíèÿ öåëåâîé óíêöèè áóäóò êðàòíû âåëè-
÷èíå D , ìîæíî óñèëèòü êðèòåðèé îòñåâà áåñïåðñïåêòèâíûõ çàäà÷, çàìåíèâ ï. 4
îïèñàííîãî âûøå ìåòîäà íà:
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′






øå ðåêîðäíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé óíêöèè, óìåíüøåííîãî íà D , òî ïåðåéäåì ê ï. 1.
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (26)(35) ìåòîä Ëýíä è Äîéã ïðèìåíÿëñÿ â äâóõ âàðèàíòàõ.
Âàðèàíò 1. åàëèçàöèÿ âûøåîïèñàííîé ñõåìû ïðîâîäèëàñü ñ ìîäèèöèðîâàí-




ai + 1 .
Âàðèàíò 2. Äëÿ çàäàííîãî íàáîðà äåòàëåé ïðåäâàðèòåëüíî ðàññ÷èòûâàëàñü
óíêöèÿ ãèëüîòèííîãî ðàçìåùåíèÿ (ñì. [13℄). Çàòåì ðåøàëàñü çàäà÷à (26)(35) ñ
äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì A ≤ L , ãäå L  îïòèìàëüíàÿ äëèíà ïîëîñû øèðè-
íîé B ïðè óñëîâèè ãèëüîòèííîãî ðàçìåùåíèÿ íàáîðà äåòàëåé.
Ñðàâíåíèå âàðèàíòîâ ìåòîäà ïðîâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà íà íàáîðå ñãåíåðèðîâàííûõ ïñåâäîñëó÷àéíûõ çàäà÷, ãäå â êà÷åñòâå
êðèòåðèÿ ýåêòèâíîñòè èñïîëüçîâàëàñü òðóäîåìêîñòü ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ (T ),
èçìåðÿåìàÿ êîëè÷åñòâîì ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â
êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ ýåêòèâíîñòè âàðèàíòà 2 îòíîñèòåëüíî âàðèàíòà 1 èñïîëü-











 · 100%, (49)
ãäå T1j  òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ j -é çàäà÷è âàðèàíòîì 1, T2j  òðóäîåìêîñòü ðå-
øåíèÿ j -é çàäà÷è âàðèàíòîì 2, M  êîëè÷åñòâî ðåøåííûõ çàäà÷ â ðàìêàõ ýêñïå-
ðèìåíòà.
4. åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ
Äëÿ îðìèðîâàíèÿ çàäà÷ èñïîëüçîâàëñÿ ñëåäóþùèé ãåíåðàòîð èñõîäíûõ äàí-
íûõ.
0. Âûáåðåì òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî äåòàëåé n è ãðàíèöû èíòåðâàëà ðàçáðîñà
ðàçìåðîâ äåòàëåé L, H , L > H .
1. Ïîëîæèì i = 1 .
2. Âûáåðåì èç öåëûõ ÷èñåë èíòåðâàëà [L;H ] ïî ðàâíîìåðíîìó çàêîíó äâà ÷èñëà
g, h .
3. Åñëè g ≥ h , òî ïîëîæèì ai = g , bi = h , èíà÷å  ai = h , bi = g .
4. Ïîëîæèì i = i + 1 . Åñëè i ≤ n , òî ïåðåéäåì ê ï. 2.
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Òàáë. 1
åçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ òðóäîåìêîñòè âàðèàíòîâ 1 è 2 ìåòîäà Ëýíä è Äîéã
Êîëè÷åñòâî Ìèíèìàëüíàÿ Ñðåäíÿÿ Ìàêñèìàëüíàÿ
äåòàëåé òðóäîåìêîñòü òðóäîåìêîñòü òðóäîåìêîñòü
n = 10 225 / 99 570 262 / 564 335 21 968 829 / 21 600 257
n = 11 475 / 325 1 532 450 / 1 516 874 27 261 195 / 27 251 353
n = 12 2 701 / 437 1 104 363 / 1 094 731 13 210 652 / 13 156 273
5. Îòñîðòèðóåì ïîëó÷åííûé íàáîð äåòàëåé ïî íåóáûâàíèþ èõ ïëîùàäåé, à äå-
òàëè ñ îäèíàêîâûìè ïëîùàäÿìè  ïî íåóáûâàíèþ èõ äëèí.
Â ýêñïåðèìåíòàõ n ïðèíèìàëî çíà÷åíèå îò 10 äî 12, à ðàçìåðû äåòàëåé ãå-
íåðèðîâàëèñü èç èíòåðâàëà [1; 20] . Øèðèíà ïîëîñû òàáóëèðîâàëàñü îò çíà÷åíèÿ
max
1≤i≤n
bi ñ øàãîì D äî òåõ ïîð, ïîêà íå îêàçûâàëàñü áîëüøåé èëè ðàâíîé îïòè-
ìàëüíîé äëèíå ïîëîñû, ïîëó÷åííîé ïðè ïðåäûäóùåì çíà÷åíèè åå øèðèíû. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ îäíîãî è òîãî æå íàáîðà äåòàëåé îðìèðîâàëîñü íåñêîëüêî çàäà÷
ðàçìåùåíèÿ, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà øèðèíîé ïîëîñû.
Â ïðåäâàðèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå èññëåäîâàëîñü âëèÿíèå íà òðóäîåìêîñòü ïî-









äåëåíèÿ ïåðåìåííîé âåòâëåíèÿ. àññìàòðèâàëèñü äâà âàðèàíòà ñïèñêîâ:
1) z1, z2, s12, t12, z3, s13, t13, s23, t23, z4, . . . , sn−1,n, tn−1,n;
2) z1, z2, t12, s12, z3, t13, s13, t23, s23, z4, . . . , tn−1,n, sn−1,n;
ñóùåñòâåííîé ðàçíèöû â òðóäîåìêîñòè âû÷èñëåíèé íå íàáëþäàëîñü. Äëÿ îïðåäå-
ëåííîñòè áûë âûáðàí ïåðâûé âàðèàíò ñïèñêà áóëåâûõ ïåðåìåííûõ.
Öåëüþ îñíîâíîãî ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿëîñü èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ íà ýåêòèâ-
íîñòü ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö Ëýíä è Äîéã íàëè÷èÿ õîðîøåãî ðåêîðäà, â êà÷åñòâå
êîòîðîãî ìû èñïîëüçîâàëè çíà÷åíèå óíêöèè ãèëüîòèííîãî ðàçìåùåíèÿ äëÿ çàäàí-
íîé øèðèíû ïîëîñû. Çàìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå óíêöèè ãèëüîòèííîãî ðàçìåùåíèÿ
(ñì. [13℄) ÿâëÿåòñÿ ìàëîòðóäîåìêîé ïðîöåäóðîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåøåíèåì îäíîé çà-
äà÷è (26)(35) ìåòîäîì Ëýíä è Äîéã íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî çíà÷åíèÿ ýòîé óíêöèè
îïðåäåëÿþòñÿ ñðàçó äëÿ âñåõ çíà÷åíèé øèðèíû ïîëîñû.
Ñðàâíåíèå ýåêòèâíîñòè âàðèàíòîâ ðåàëèçàöèè ìåòîäà Ëýíä è Äîéã ïðîâî-
äèëîñü íà íàáîðå èç 310 ïñåâäîñëó÷àéíûõ çàäà÷ ñ n , ðàâíûì 10 (210 çàäà÷), 11
(87 çàäà÷), 12 (13 çàäà÷) äåòàëåé. åçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïðèâåäåíû â òàáë. 1.
Äàííûå â òàáëèöå ïðèâåäåíû â îðìàòå V/W , ãäå V, W  çíà÷åíèÿ òðóäîåìêîñòåé
äëÿ âàðèàíòîâ 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî.
Èç òàáë. 1 âèäíî, ÷òî âòîðîé âàðèàíò ìåòîäà ëó÷øå ïåðâîãî, îäíàêî çíà÷èòåëü-
íîãî ñîêðàùåíèÿ òðóäîåìêîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è íå íàáëþäàåòñÿ. Ñðåäíåâçâåøåí-
íûé ïðîöåíò óìåíüøåíèÿ òðóäîåìêîñòè, âû÷èñëåííûé ïî îðìóëå (49), ñîñòàâèë
PD ≈ 1% .
Îáñóäèì ðåçóëüòàòû äàííîãî ýêñïåðèìåíòà ïîäðîáíåå.
1. Óëó÷øåíèå ãèëüîòèííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ íàáëþäàëîñü â 13.6%
ñëó÷àåâ, ïðè÷åì ñàìî óëó÷øåíèå ëåæàëî â ïðåäåëàõ îò 1% äî 7% îò îïòèìàëüíîé
äëèíû ïîëîñû, ïîëó÷åííîé ïðè ãèëüîòèííîì ðàçìåùåíèè äåòàëåé.
Íåñìîòðÿ íà íåâûñîêèé ïðîöåíò òàêèõ çàäà÷, ñëåäóåò îòìåòèòü íàëè÷èå íàáîðîâ
äåòàëåé, â êîòîðûõ ñèòóàöèÿ óëó÷øåíèÿ ãèëüîòèííîé ðåêîðäíîé äëèíû âîçíèêàëà
äîñòàòî÷íî ÷àñòî. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è (26)
(35) äëÿ ñëåäóþùåãî íàáîðà äåòàëåé:
Êîëè÷åñòâî äåòàëåé 1 1 1 1 1 1 3 1
Äëèíà 8 7 9 5 6 5 4 3
Øèðèíà 7 6 3 4 3 3 2 2
14 À.À. ÀÍÄÈÀÍÎÂÀ È Ä.
Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ îïòèìàëüíûõ äëèí ïîëîñû ïðè ãèëüîòèííîì è
íåãèëüîòèííîì ðàçìåùåíèè ýòîãî íàáîðà äåòàëåé äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé øèðèíû
ïîëîñû. Êàê âèäíî, â ýòîì ïðèìåðå óëó÷øèòü ãèëüîòèííîå ðàçìåùåíèå óäàëîñü â
50% ðàññìîòðåííûõ âàðèàíòîâ øèðèíû ïîëîñû.
Òàáë. 2
Ñðàâíåíèå îïòèìàëüíîé äëèíû ïîëîñû ïðè ãèëüîòèííîì è íåãèëüîòèííîì
ðàçìåùåíèè íàáîðà äåòàëåé
Øèðèíà ïîëîñû 7 8 9 10 11 12 13 14
èëüîòèííîå ðàçìåùåíèå 31 27 24 21 20 18 17 15
Íåãèëüîòèííîå ðàçìåùåíèå 30 26 24 21 19 18 16 15
2. Íàèáîëüøèé ýåêò îò ïðèìåíåíèÿ õîðîøåãî ðåêîðäà íàáëþäàëñÿ íà êëàñ-
ñå çàäà÷, â êîòîðûõ äîñòèãàëàñü íèæíÿÿ îöåíêà äëèíû ïîëîñû (62.9% ðåøåííûõ
çàäà÷). Äëÿ äàííîãî êëàññà çàäà÷ ïðè n = 10 óìåíüøåíèå òðóäîåìêîñòè ñîñòàâèëî
PD ≈ 1.9% , äëÿ n = 11  PD ≈ 2.4% , äëÿ n = 12  PD ≈ 4.8% . Â òàáë. 3 ïðèâå-
äåíû ïîêàçàòåëè ýåêòèâíîñòè (T ) ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äàííîãî êëàññà. Ôîðìàò
ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ â òàáë. 3 òàêîé æå, êàê è â òàáë. 1.
Òàáë. 3
åçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ âàðèàíòîâ 1 è 2 ìåòîäà Ëýíä è Äîéã äëÿ çàäà÷
ñ äîñòèæèìîé íèæíåé ãðàíèöåé
Êîëè÷åñòâî Ìèíèìàëüíàÿ Ñðåäíÿÿ Ìàêñèìàëüíàÿ
äåòàëåé òðóäîåìêîñòü òðóäîåìêîñòü òðóäîåìêîñòü
n = 10 225 / 99 148 443 / 145 614 8 079 919 / 8 050 641
n = 11 475 / 325 323 528 / 315 651 9 327 671 / 9 298 142
n = 12 2 701 / 437 112 109 / 106 691 925 557 / 922 685
Äëÿ çàäà÷, â êîòîðûõ íå äîñòèãàëàñü íèæíÿÿ îöåíêà äëèíû ïîëîñû (37.1% îò
îáùåãî êîëè÷åñòâà çàäà÷ ýêñïåðèìåíòà), îêàçàëîñü, ÷òî PD < 0.6% . Ê ñîæàëåíèþ,
çàäà÷è èìåííî ýòîãî êëàññà ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå òðóäîåìêèìè ïî ñðàâíå-
íèþ ñ òåìè, ãäå íèæíÿÿ îöåíêà äîñòèæèìà, ÷òî ëåãêî óâèäåòü, ñðàâíèâ äàííûå èç
òàáë. 1 è 3.
3. Çíà÷èòåëüíîå óìåíüøåíèå òðóäîåìêîñòè (â ïðîöåíòíîì îòíîøåíèè) íàáëþ-
äàëîñü òîëüêî äëÿ çàäà÷, îáùàÿ òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ êîòîðûõ áûëà íåáîëüøîé
(ìàêñèìàëüíàÿ òðóäîåìêîñòü äëÿ êëàññà òàêèõ ïðèìåðîâ 144 691). Â íèõ çà ñ÷åò
íà÷àëüíîãî ðåêîðäà, âçÿòîãî èç ãèëüîòèííîãî ðàçìåùåíèÿ, è äîñòèæåíèÿ íèæíåé
ãðàíèöû äëèíû ïîëîñû PD > 50% . Áîëåå òðóäîåìêèå çàäà÷è íå äàþò òàêîãî ý-
åêòà.
4. Åùå îäèí ïîêàçàòåëü, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî îñóùåñòâèòü ñðàâíåíèå
äâóõ âàðèàíòîâ ìåòîäà Ëýíä è Äîéã,  îñòàòî÷íàÿ òðóäîåìêîñòü ìåòîäà âåòâåé è
ãðàíèö ïîñëå ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ  äîëÿ îò îáùåãî êîëè÷åñòâà
ðåøåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðóþ ïðèõîäèòñÿ ðåøèòü óæå








ãäå T  òðóäîåìêîñòü íåêîòîðîãî âàðèàíòà ìåòîäà Ëýíä è Äîéã, T re  êîëè÷åñòâî
óçëîâ, ïðîñìîòðåííûõ íà ìîìåíò ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîé äëèíû ïîëîñû.
Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî õîðîøèé ðåêîðä ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îáîèìè âà-
ðèàíòàìè ìåòîäà Ëýíä è Äîéã ïîëó÷àåòñÿ äîâîëüíî ðàíî. Åñëè îïòèìàëüíàÿ äëèíà
ïîëîñû ñîîòâåòñòâóåò íèæíåé îöåíêå, òî îñòàíîâêà âû÷èñëåíèé ïðîèçâîäèòñÿ áûñò-
ðî (RT ≈ 7%). Îäíàêî äëÿ êëàññà çàäà÷, â êîòîðûõ àïðèîðíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà äëè-
íû ïîëîñû íåäîñòèæèìà, îñòàíîâêà ïðîèçâîäèòñÿ òîëüêî ïîñëå ïîëíîãî ïðîñìîòðà
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äåðåâà ðåøåíèé. Èìåííî íà ïîñëåäîâàòåëüíûé ïðîñìîòð è îòñå÷åíèå îñòàâøèõñÿ
âåòâåé äåðåâà ðåøåíèé è ïðèõîäèòñÿ îñíîâíàÿ ÷àñòü òðóäîåìêîñòè ïðè ðåøåíèè
çàäà÷ äàííîãî êëàññà. Äàííûå â òàáë. 4 è 5 ïîäòâåðæäàþò ýòîò âûâîä. Â òàáë. 4
ñîäåðæèòñÿ èíîðìàöèÿ î äîëÿõ îò îáùåãî êîëè÷åñòâà çàäà÷ ñ íåäîñòèæèìîé íèæ-
íåé ãðàíèöåé äëèíû ïîëîñû, â êîòîðûõ íàáëþäàëàñü îñòàòî÷íàÿ òðóäîåìêîñòü RT
èç çàäàííîãî èíòåðâàëà.
Òàáë. 4
Äîëè çàäà÷ ñ îïðåäåëåííîé îñòàòî÷íîé òðóäîåìêîñòüþ (êëàññ çàäà÷ ñ íåäî-
ñòèæèìîé íèæíåé ãðàíèöåé)
RT ≤ 20% (20%; 40%] (40%; 70%] (70%; 90%] > 90%
Âàðèàíò 1 27.6% 7.4% 5.5% 6.5% 53%
Âàðèàíò 2 12% 9.5% 8.2% 15.7% 54.6%
Êàê âèäíî èç òàáë. 4, ïðîöåññ ïðîñìîòðà äåðåâà ðåøåíèé ïîñëå ïîëó÷åíèÿ îï-
òèìàëüíîé äëèíû ïîëîñû ïî÷òè îäèíàêîâî òðóäîåìîê äëÿ îáîèõ ðàññìàòðèâàåìûõ
âàðèàíòîâ ìåòîäà Ëýíä è Äîéã. Îá ýòîì ãîâîðèò çíà÷èòåëüíàÿ äîëÿ çàäà÷ ñ âûñî-
êîé îñòàòî÷íîé òðóäîåìêîñòüþ (RT > 70%). Îñîáåííî ýòî çàìåòíî äëÿ âàðèàíòà 2
ìåòîäà Ëýíä è Äîéã. Ýòè æå äàííûå ïîäòâåðæäàþò è òîò âûâîä, ÷òî àïðèîðíîå
çíàíèå õîðîøåãî ðåêîðäà âî âòîðîì âàðèàíòå ìåòîäà ëèøü íåçíà÷èòåëüíî ïîçâîëÿ-
åò ñîêðàòèòü îáùóþ òðóäîåìêîñòü (â îñíîâíîì ñîêðàùàåòñÿ äîëÿ âû÷èñëåíèé äî
ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîé äëèíû ïîëîñû).
Â òàáë. 5 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ñðåäíåé äîëè äåðåâà ïåðåáîðà ðåøåíèé (â ïðî-
öåíòàõ), ïðîñìîòðåííîé (ñ ó÷åòîì îòñå÷åííûõ óçëîâ) íà ìîìåíò ïîëó÷åíèÿ îïòè-
ìàëüíîãî ðåøåíèÿ.
Òàáë. 5
Äîëÿ äåðåâà ðåøåíèé äî ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîé äëèíû ïîëîñû (êëàññ
çàäà÷ ñ íåäîñòèæèìîé íèæíåé ãðàíèöåé)
RT ≤ 20% (20%; 40%] (40%; 70%] (70%; 90%] > 90%
Âàðèàíò 1 2.3% 4.8% 3.1% 8.8% 0.8%
Âàðèàíò 2 2.9% 3.9% 0.9% 6.6% 0.7%
Âèäíî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ â äàííîì ýêñïåðèìåíòå â
ñðåäíåì äîñòàòî÷íî áûëî áû ïðîñìîòðåòü îêîëî 9% äåðåâà. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû ðàñ-
ñìîòðåëè âîçìîæíîñòü äîñðî÷íîé îñòàíîâêè âû÷èñëåíèé ïî ñëåäóþùåìó ýâðèñòè-
÷åñêîìó êðèòåðèþ: ïîñëåäíèé íåèêòèâíûé ðåêîðä áóäåì ñ÷èòàòü ýâðèñòè÷åñêèì
ðåøåíèåì çàäà÷è, åñëè òåêóùàÿ òðóäîåìêîñòü ïðåâûñèëà N óçëîâ è âûïîëíÿåòñÿ
îäíî èç óñëîâèé:
1) îöåíêà ïðîñìîòðåííîé äîëè äåðåâà ïðåâûøàåò p (â ïðîöåíòàõ);
2) òðóäîåìêîñòü ïðîöåññà âû÷èñëåíèé ñ ìîìåíòà ïîëó÷åíèÿ ïîñëåäíåãî ðåêîðäà
ïðåâûñèëà t (â ïðîöåíòàõ) îò òåêóùåé òðóäîåìêîñòè.
Ñîãëàñíî óêàçàííîìó êðèòåðèþ çàäà÷è ñ òðóäîåìêîñòüþ äî N óçëîâ ñ÷èòàþòñÿ
íåòðóäîåìêèìè, ïîýòîìó äëÿ ýòèõ çàäà÷ îñòàíîâêà âû÷èñëåíèé ìîæåò ïðîèçîéòè ïî
äîñòèæåíèþ íèæíåé ãðàíèöû äëèíû ïîëîñû èëè ïî óñëîâèþ ïîëíîãî ïðîñìîòðà
äåðåâà ðåøåíèé. Äëÿ çàäà÷ ñ áîëüøåé òðóäîåìêîñòüþ ïðè íàëè÷èè ïîëó÷åííîãî
ðàçìåùåíèÿ äëÿ îñòàíîâêè âû÷èñëåíèé ïðîâåðÿþòñÿ óñëîâèÿ 1) è 2) êðèòåðèÿ. Ìû
ïðåäëàãàåì èñïîëüçîâàòü ýòîò êðèòåðèé òîëüêî äëÿ âàðèàíòà 2 ìåòîäà Ëýíä è Äîéã,
òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïåðâûé íåèêòèâíûé ðåêîðä áóäåò äîñòàòî÷íî õîðîøèì.
Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû àíàëèçà ýåêòèâíîñòè ïðèìåíåíèÿ ýâðèñòè÷åñêîãî êðè-
òåðèÿ íà óêàçàííîì âûøå ìíîæåñòâå çàäà÷ ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ:
16 À.À. ÀÍÄÈÀÍÎÂÀ È Ä.
Òàáë. 6
Çàäà÷è, â êîòîðûõ íå áûëà íàéäåíà îïòèìàëüíàÿ äëèíà ïîëóïîëîñû)
n B A∗ A+ n B A∗ A+ n B A∗ A+
10 13 15 16 10 8 14 15 10 5 21 22
10 7 30 31 10 10 20 21 10 11 19 20
10 13 16 17 10 10 23 24 10 12 19 20
10 10 56 57 10 16 36 37 10 10 42 44
10 44 59 61 11 12 12 13 11 16 16 17
11 17 50 51 11 18 46 47 11 15 47 48
11 16 44 45 11 18 39 40 11 25 28 29
11 27 26 27 11 20 46 47 11 21 43 45
N = 100 000 , p = 1% , t = 50% . Äîñðî÷íàÿ îñòàíîâêà âû÷èñëåíèé ïî ýâðèñòè÷å-
ñêîìó êðèòåðèþ ïðîèçîøëà â 63% ñëó÷àåâ. Ñðåäè íèõ â 67% ñëó÷àåâ íàáëþäàëîñü
óìåíüøåíèå îáùåé òðóäîåìêîñòè áîëåå ÷åì íà 50%, à â 30% ñëó÷àåâ  áîëåå ÷åì íà
90%. Îòìåòèì, ÷òî çà÷àñòóþ îñòàíîâêà ïðîèñõîäèëà ïðè âûïîëíåíèè îáîèõ óñëî-
âèé êðèòåðèÿ îäíîâðåìåííî, à â ñëó÷àå îñòàíîâêè ïî îäíîìó èç óñëîâèé, çàìåòíî
ðåæå îñòàíîâêà âû÷èñëåíèé ïðîèñõîäèëà ïî óñëîâèþ 2).
Â îñíîâíîì (92% îò îáùåãî êîëè÷åñòâà çàäà÷) áûëî ïîëó÷åíî îïòèìàëüíîå ðàç-
ìåùåíèå äåòàëåé íà ïîëóïîëîñå. åçóëüòàòû ðåøåíèÿ îñòàëüíûõ 8% çàäà÷ ïðèâå-
äåíû â òàáë. 6. Äëÿ êàæäîé çàäà÷è óêàçàíû êîëè÷åñòâî äåòàëåé n , øèðèíà ïîëîñû
B è îïòèìàëüíàÿ äëèíà ïîëîñû A∗ , ïîëó÷åííàÿ äëèíà ïîëîñû A+ .
Ñðåäíÿÿ ïîãðåøíîñòü ïîëó÷åííûõ ðàçìåùåíèé ñîñòàâèëà ìåíåå 4%. Ñ ó÷åòîì
íåáîëüøèõ çíà÷åíèé îïòèìàëüíîé äëèíû ïîëîñû â òàáë. 6 ýòó ïîãðåøíîñòü ìîæíî
ñ÷èòàòü íåçíà÷èòåëüíîé. Òàêèì îáðàçîì, àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà ïîêà-
çàë, ÷òî ïðèìåíåíèå ýâðèñòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ îñòàíîâà ñóùåñòâåííî óìåíüøàåò
âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû, ïðè ýòîì áîëüøàÿ ÷àñòü çàäà÷ áûëà ðåøåíà òî÷íî, à
äëÿ íåòî÷íî ðåøåííûõ çàäà÷ ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ íåâåëèêà.
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÔÈ (ïðîåêò 12-01-31515,
12-01-97022, 13-01-00908).
Summary
A.A. Andrianova, T.M. Mukhtarova, V.R. Fazylov. Models of the Nonguillotine Sheet and
Strip Retangular Paking Problem.
Mathematial models of the nonguillotine sheet and strip retangular paking problem with
rotation are suggested. The models have the form of the linear partially Boolean inequalities
system and the linear partially Boolean programming problem. Several omputing features of
the Land and Doig method and the heuristi approahes for reduing general omplexity of
solving the problem are disussed.
Keywords: retangular paking problem, 2BP, 2SP, exat method for solving strip
retangular paking problem, Land and Doig method.
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